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Capitolul 1
FUNCTII REALE DE O VARIABILA REALA

1.1. Multimea numerelor reale

Reamintim mulfimile de numere reale studiate:
e multimea numerelor naturale: N=1{0,1,2,3, ...,1, ...};

e multimea numerelor intregi: Z = {0, 1, £2,£3, ..., +n, b

e multimea numerelor rafionale: Q = {ﬂ |mmneZ,n# O} . D €
n
Amintim un exemplu semnificativ prin care s-a evidenfiat
existenta numerelor care nu sunt rationale: calculul lungimii
diagonalei unui patrat de latura 1 (figura 1).
. 2 _ 4n? 2 _ \/’ = . \/_ A B
Avem: AC* = AB* + BC* = AC = 2 .S-aaratat ca V2 ¢ Q. Fig. 1

Numirul V2 este un exemplu de numar irafional.

Am notat cu I multimea numerelor irationale si cu R = Q@ U I multimea numerelor

reale. Evident, avem: Nc Z « Q c R.

in cele ce urmeaza vom aprofunda notiunea de multime a numerelor reale. Dam
mai intéi o definifie axiomatica a mul{imii numerelor reale.

Definitie. Multimea R a numerelor reale este multimea pe care sunt definite opera-
tia de adunare ,+”, + : R — R, (x, ¥) >x + y, operatia de inmulgire ,,””, - : R = R,
(x,y) F>x - y si relatia de inegalitate ,,<” care satisfac urmitoarele axiome:

I. R cu + si - are proprietitile:

Operatia ,,+” are proprietafile:

A:Vx,y,zeR, (x +y)+z=x+(y+z) (asociativitate),

N:30 e Rastfel incit 0 +x=x+ 0 =x, Vx € R (0 — ,zero” este element neutru
pentru operatia ,,+7);

S: V x € R, 3 (—x) € R astfel incat x + (=x) = (—x) + x = 0. Numdrul —x este opusul
lui x.

C:Vx,ye R, x+y=y+x (comutativitate).

Operatia ,,-” are proprietatile:
A:Vx,y,ze R, (x-y) - z=x- (v z) (asociativitate),
N:31 eRastfelincit 1 -x=x-1=x,Vxe R (l-,unu” este element neutru

pentru operatia ,,”);



S:VxeR, x#0,3x @Rastfelincdtx - x ' =x"-x=1 ()cfi este inversul numa-
rului real x);

C:Vx,ye R x-y=y-x (comutativitate).

in plus, ,,+” si,,”” au gi proprietatea:

D:Vx,y,zeR,x-(y+z)=x-y+x-z(distributivitatea operatiei ,,-” fata de ,,.+7).

IL Relatia ,,<” are proprietétile:

x <x, YV x € R (reflexivitate),

x<ysiy<x=>x=y, Vx,ye R (antisimetrie);
x<ysiy<z=x<z Vx,vz e R (tranzitivitate).

Relatia ,,<” este compatibila cu operatiile ,,+” si ,,-”, adicé:
Vx,yeRx<y=x+z<y+z, Vzek:

Vx,ye R x<y=>x-z<y.z,Vze R* saux-z>y-z,VzeR.

Inplus, Vx,ye R,x<ysauy<x.

Iil. Axioma lui Cantor: v 4 — R, 4 = &, 4 admite un cel mai mic element.

Definitie. Un element al multimii R se numeste numdr real.

Existenta si unicitatea multimii numerelor reale a fost demonstratd in moduri dife-
rite de matematicienii germani Dedekind (1831 — 1916), Cantor (1845 — 1918) si
Weierstrass (1815 — 1897).

In clasa a IX-a au fost introduse numerele reale dupa modelul lui Weierstrass, astfel:

e orice numdr rational se reprezintd sub forma de fractie zecimala infinita periodi-
cd, avand perioada diferita de 9;

e orice numdr irafional se reprezintd sub forma de fractie zecimald infinitd neperiodica.

Pe mulfimea R astfel introdusa am definit structura algebrica (operatiile ..+ si ,.-”
si structura de ordine (relatia ,,<7). In cele ce urmeaza vom face citeva aplicatii in le-
giturd cu structura algebrica si structura de ordine a multimii numerelor reale.

Probleme rezolvate

1. Demonstrati inegalitatea lui Bernoulli:

(I+x)y'>1+nm,Vx>-1,¥neN
Solutie. Demonstram inegalitatea notatd cu P(n), prin inductie matematicd. Pentru
n = 0 si n = 1 inegalitatea se verificd (este o egalitate). Presupunem P (n) adeva-
rata i demonstram cd P(n + 1) este adeviratd. Avem:
A+x) =+ +x) ' 20+ +m)=1+n+ Dx+md =1+ @+ Do
in concluzie, ¥ n € N, P(n) este adevirati.

4L



2. Demonstrati inegalitateajui Cauchy-Buniakovsky-Sehwarz:
" n 2 n n A —
[Za,b,.j < (Zaf\l(beJ, Va,b eR,i=1Ln.
i=1 =\ =l
Solutie. Pornim de la inegalitatea evidentd: Z(“: x-b) 20,V x e R. Obtinem ine-

i=1

zalitatea echivalentd: Y a’x”=2) a,bx+ Y b’>0,V x € R. Inegalitate este echiva-
=1

i=1 =1

n 2 " i
lentd cu A = (Z aib‘,} — (Z a’ j[bej <0, adica ceea ce trebuia demonstrat.
=1 i=l i=l

Probleme propuse

1. Folosind axiomele structurii aigebrice a lui R, arédtati ca:
AVxeR,x - 0=0-x=0;
b)VxyeR, x - y=0=2>x=0sauy=0;
OvVxyeR () y=x-(2)==x
d)vx,yeR,~x)-()=x"y
e)Vax,yeR (x+y)=(=x)+ ()

2. Folosind axiomele structurii de ordine a lui R, aratati ca:
AvVx,v,a,beR x<ysia<b=xtasy+tb,
b)Vxy,abeR 0<x<ysi0<a<sb=xa<by,
OVxeRx>0,y>0,x<y -]—2—1—;

X oy
HVrxeRx>0,y>0,x<ye f <1.

3. Demonstrati identitatea lui Catalan:
PLIULONE WS U SV SR SO )
2 3 4 2n n+l n+2 2n

4. Demonstrati inegalitatile dintre medii pentru doua numere reale, strict pozitive, aj,
a» §i apoi pentru n numere reale pozitive ay, a, ...,

my < my < m, < my, (Cauchy, 1821),
cu egalitate atunci cind a1 =ax, = ... = a,.



Amintim ca: my, = =T

a.

i=1
5. Demonstrati prin inductie matematica inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz.
6.Fiea;>—1,i=1,2, ..., n, toate avand acelasi semn. Aratai ca:
Jra)d+a) ...-(I+a)21+a+a+...+a,neN.
Deduceti de aicl inegalitatea lui Bernoulli.
7.Fiea,ay ...,a, e Risia -a>- ... -a,= 1. Atunci:

Q+ap(l+a) ...-(A+a)=2"neN.

8.Fiea>0,b=20,cua + b+ ab=3. Demonstrati cia + b > 2.

xXyz

>8
(1-x)1-y)1-2)

9.Fiex,y,z € (0, 1), cux +y +z=2. Demonstrafi ci

10. Fie a;, b; € R. Atunci [ (g, +b,)" < \/Z a’ + \/z b’ ,n>2 (Minkowski).
i=1 i=l

i=]

a N b N c 51
\/b+c \/c+a \/a+b_'

11.Fiea, b,c>0,cua + b + ¢ = 2. Demonstrati ci

12. Fie x, y € R. Demonstrati ca:

a) [x] + I < [x] + ]
D) [x]=D]e x—y <1

13. Fie n € N'. Demonstrati ca i.i.é._._,2”_1< [
2 46 2n Jan—-1
* . ]
14. Fie n» € N . Demonstrati ca — < ! ! +...+L<§,
2 n+l n+2 M4

.1
15. Dacaa, b, x,y € (0, ), cua + b= 1, atunci PR <ax+by.

Xy



1.2. Reprezentarea geometrica a numerelor reale

Amintim ci am reprezentat numerele reale pe axa reald. 4xa reald este orice axa de
coordonate, adicd o dreaptd pe care am fixat:

e un punct O (originea de masurare pe axi);

e un sens pozitiv de masurare a distantelor dintre punctele axei (dat de vectorul

04);

¢ 0 unitate de masurd ( lo4l =1 ) (figura 2).

: > i
0(0) A(1) Mxy)
Fig. 2

Semidreapta (OA am numit-o semiaxa pozitivd, iar semidreapta opusd am numit-o
semiaxa negativa.

Am asociat fiecirui punct M al axei de coordonate un numar real, xu;, numit coor-
donata punctului M pe axd, astfel: xy = OM dacd M apartine semiaxei pozitive si
¥y = —OM dacd M apartine semiaxei negative.

In acest mod, orice axi de coordonate reprezintd mul{imea numerelor reale deoare-
ce: oricare ar fi M apartinand axei, existd un unic numdr real x egal cu coordonata x 4

a punctului M pe axa; oricare ar fi numarul x € R, exista un unic punct M pe axa ast-

tel incat x,, = x.

5
Numerele reale —m, -3, -2, _5’ -1, 0, %, 1, \/5, \/g, 3 se pot reprezenta pe

axa reala ca in figura 3:

—_
=
T
(NOY)! PP

0 . +o0
~o 3 25 -l 0o ! So03
3 2
Fig. 3
.. . . x, x20
Prin distanta dintre P(x) si O(0) intelegem d[P(x), O] = |x| = 0
{—x, x<

Prin |x| citim ,,modulul” numarului real x.

Distanta dintre punctele P(x) si P(y) este d[P(x), P(¥)] = kk—y|.

Vom extinde mulfimea numerelor reale cu doua elemente arbitrare, oo i +o0.
Definitie. Fie R mul{imea numerelor reale §i —o, +oo doud elemente arbitrare care

nu apartin lui R. Definim R=Ru {0, +o0}. Pe R extindem relatia de ordine astfel:
X,y € @ x <y, dacix=-o0giy=+wsaudacax, y € R, x<y. Mulfimea R

cu relatia de ordine totala astfel definitd se numeste dreapta reald completd.

7



Operatiileralgebrice din R se extind,-astiel:
. tc 0 w
e Operatii fard sens (nedeterminari): o — oo, —0 + o0, 0 - (+0), —, 0 0°, o, 17
oo
® Operatii cu sens: x + o =+00+x=+0, Vx e R\ {-o0};
x—o=-0+x=-—0,Vxe R\ {+o};

, too, daci x>0
X - (£00) = (£o0) - x = :
Foo, dacax <0

L 20,Vxe R\ {xeo};

+oo
oo 1 _ .
—:(ioo)-(—j, dacd x #+oosix = 0.
X x
Definitie. Fie a, » € R. Urmatoarele multimi de numere reale sunt intervale in R:

nat,

{x|xeR,x>a} = (a,+0) = . i 5
x|xeR,x>a} i [a, +w0) —® _ E/z;'//é/»sﬂ i +o<;
x|xeR,x<a} n:(—oo,a) —OOWW +oo=
|xeR,x<al oo (oo d] O I .,;/J rog
{x|xeR,a<x<b} n:m'(a,b) e agf,'V'/' ;jb +o<;
(x|xeR,a<x<b} = [ab] = i, oo
{x|xeR, a<x<b} E (a, b] g _ f/fﬁ”"’%‘/"/?llb + 2
{x|xeR,a<x<b} n:'[a,b) —0 a?ﬂ/"%b Eo;

(o0, +o0) = R.
Definitie. Mul{imile definite mai sus sunt intervale si in R.

Urmaitoarele mulfimi sunt intervale numai in R .

= e s . >
{x|xe R,x<a} =[=,a) OB +o0
L al >
b not, . +
{x|xe R,x<a} = [-»,d] OOLV 2 x/a] %

not.

_ N S S
{x|xe R,x>a} = (a, +o] —0 \/;» L "’ﬂj cx;

not

a
x|xe R,x>a} = [a,+x] 8 [/ff//f/// A T
a




[—o04 o] = R-este dejasemenea un interval din R.

Definitie. Urmdtoarele intervale sunt deschise in R: (a, To0); (=, a); (a, b); (—oo, +o0).

Urmatoarele intervale sunt deschise in R: (a, b); (a, +ool; [—o, a); [, +o].

Intervalul [a, b] este inchis in R.

Intervalele (a, b] si [a, b) sunt deschise la stanga si inchise la dreapta, respectiv in-
chise la stanga si deschise la dreapta.

Definitie. Fie x, un numar real fixat. Se numeste vecindtate a punctului xp in R o
slfime ¥V < R cu proprietatea ca existd 7 un interval din R astfel incitx, € I < V.

Notatie. Prin /(x;) notam mul{imea vecinatagilor punctului xo.
Exemple:

1. (0, 1) este o vecindtate a 1u1 ;0,1 e V( j(ﬁgura 4y;

2.(0, 1) ¢ 1(0);
3. (2, +o0) € V(4) (figura 5).

o i) -} Fig. 4
o 1 1
2
— )
'  ppiid Fig. 5
0 2 4

Definitie. Fie x, € R fixat. O vecinatate (xo — &, Xo + £), Vv g > 0, se numeste vecind-
sate simetricd a punctului x, (figura 6).

Xg— € Xo+ €
=) V//V///\ +03, Fig. 6

Xo

Observatii.
1. Daci a, b € R, a # b, atunci exista V € V(a) si W € V(b) astfel incat Vm W=0.
Fiea<bh V= ( 0, a+bjeV(a), W:[‘”b, a+3bjeV(b) S VAW=2.
2 2 2 2
2. Intersectia tuturor vecinatdtilor lui xo este {xo}.
Definitie. Se numeste vecindtate a lui —oo (respectiv a lui +o0) in R intervalul

(—0, x), x € R (respectiv intervalul (x, +0), x € R).
Exemple. R = [0, 0] este o vecinatate a lui —oc. R este o vecindtate a oricarui

punct din R. R nu este o vecinatate a lui — §1 +o0.



Probleme rezolvate

1. Aritati ca:

a+b

Alx+y<X+p,VxyeR; b) (x+

é%(lx—a\—k]y—b‘),a’ b,x e R.

Solufie: a) Dacd x +y > 0 atunci, din definitia modulului, rezulti ci |x + ¥ =x+y. Da-
cdx+y<0,atunci |x + y| = —(x + y) = —x — y = |x| + |-y = |x| + Iy| (am folosit proprie-
tatea modulului [-x| = |x|, V x € R).
b) Aplicdm rezultatul de la punctul a) (,,inegalitatea triunghiului™) si obtinem:

a+b

X+ S%|2x—(a+b|:%|(x—a)+(y—b)|S%([x—al+|y—b[),Vx, a, b eR.

2. Fie Ve V(xo) si W e V(xo). Aratati c& VN W e V(x,).

Solufie: V e V(xo) = 3 I < V, interval, astfel incatx, € I < V (1); W e V(xg) = 3 J
< V, interval, astfel incdt xo € J< W (2). Din(1)si 2) = xp e INnJ <V W. Deci
VoW e Vix).

Probleme propuse

1. Reprezentai pe axa numerelor reale punctele -1 si V3. Determinati toate intervalele
deschise de numere reale formate pe axa numerelor reale avand ca extremitafi aceste

numere. Ardtati ca intervalul [—1, V3 J este vecinatate a oricarui numar x, (—1, V3 ),
dar nu si pentru x, € {—1, \/5} .

2. Demonstrati urmatoarele proprietati ale modulului:

APN20,VxeR, =0 x=0; b) x| =|x|, Vx e R;
by = I bV x,y € R: § = vy e Ry e
y y

e) [x +y| < I + [y, ¥ x, y € R (vezi exercifiul rezolvat).

3. Aritati ci:
a)x|<e,e>0 e<x<g b)x|>e,e>0<x<-esaux>¢.

4. Demonstrati cd |(x| — |y < |x—y|, V x,y € R.

S. Aratafi cd v+ + .+ <ol x Ve R, i= La.

6. Fie d(x, y) = [x — |, distanta dintre punctele de coordonate x, respectiv y. Aritati ca:
a)d(x,»)>20,Vx,ye R, dx,y) =0 x=y; b) d(x, y) =d(y, x), Vx,y e R;

) dx,y) <d(x, 2) + d(y, 2), ¥ x, 3, z € R.

10



7. Reprezentati pe“axa numerelor realé’intervalele (—\/5 ] J2 ), -1,5), (x,¥),x,y € K.

Determinati pentru fiecare interval, punctul @ € R pentru care intervalele sunt vecina-

tati simetrice.

8. Ardtatica V Ve V(xp), I no € N" astfel incat (x—L, x+Lj c V.

1y 1y
. i a,azb | a,a<b )
9. Fie a, b € R. Definim max(a, b) = si min(a, b) = . Demonstrati
b,a<b b,a>b
= —la—b!
o max(a, b) = atbtla-bj si min(a, b) = atb-la-bi

2

10. Oricare ar fi a, b € R, a < b, aratati ca:

[a,b]= x e R|x=(1—R)a+1b,0<h<1).

11. O mulfime 4 c R se numeste convexd daca:

Vx,yedsi0<i<l=(0-Ax+thyed
Arjtati ca urmatoarele propozitii sunt echivalente:
i) 4 este interval in R;

Vxyedx<y=I[xylc4;
iii) A4 este o multime convexa din R.

12. Aritati, aplicind eventual inegalitatea Cauchy—Buniakovsky—Schwarz, ca:
Zai b < \/(Zaﬁ)(zwj, Va,beR,i =Ln;
i=1 i=1 i=1

b) |a sin x + b cos x| < Jal+b* Y a, b,x eR;
¢) |sin x + cos x| < J2,vxeR.

a)

13. Fie a € R, > 0. Un interval de forma [a—r,a + r}sau(a—r.a+ ¥) se numeste

interval centrat in a. Demonstrati ¢a reuniunea si intersectia unui numar finit de inter-
vale centrate in a sunt intervale centrate in a.

14. Fie @ € R si 7un interval deschis, cua € I. Demonstrafi ci exista un interval des-

chis I’ centratin a, cu /' c L.

15. Fie I un interval centrat in a € R. Este adevarata afirmatia ,x € / = —x € r?

i1



1.3. Multimea Q. Multimea R. Multimi marginite

Sa observam ci intre oricare doud numere rationale a $i b, a < b, exista cel pufin un
alt numar rational.

a+b

De exemplu: a < < b sau a<\/215<b,a>0,b>0.

m+n

A . . L m-a+n-b "
In aceeasi ordine de idei, avem, de exemplu g < —— % b,V m neN, ceea
m+n

ce inseamna ca intre a si b sunt o infinitate de numere rafionale. Cu toate acestea, intre
doud numere rationale diferite exista st numere irationale. De exemplu, 1,42 < /2 < 1.45.
Putem constata, deci, ca mulfimea Q are ,,goluri”, ocupate de numerele irationale.

Spre deosebire de multimea Q, multimea R are proprietatea ci este Lcontinud”,
Aceasta deosebire intre Q si mulfimea R este garantatd de axioma lui Cantor pe care
am enuntat-o cu prilejul definirii multimii R.

Sé facem cateva consideratii pentru a intelege axioma lui Cantor.

Definitie. Fie 4 = R, 4 # &. Un numir real M/ (respectiv m) este un majorant

(respectiv minorant) al multimii 4 daci x < M (respectiv x > m), oricare ar fi x € A.
Exemplu. Pentru multimea 4 = {x e Q| x < 2}, numarul 0 este un minorant, iar

numirul V2 este un majorant.

Definitie. O multime 4 c R, 4 # & este maérginita daci este minoratd (adica are cel
putin un minorant) si majorard (adica daca are cel putin un majorant).

De exemplu, mulfimea 4 = {x € Q. |x* < 2} este marginitd, minorata, de exemplu

de 0, si majorata, de exemplu de V2 .

Definitie. Fic 4 c R, 4 = &, o mulfime care admite si minoranti si majoranti. Cel
mai mic majorant (respectiv cel mai mare minorant) se numeste margine superioard
(respectiv margine inferioard) a mulfimii 4 si se noteaza sup 4 (respectiv inf 4) si se
citeste ,,supremum de 4” (respectiv ,.infimum de A7).

Observatie. Daca sup 4 = M ¢ 4 (respectiv inf 4 = m e A), spunem ci M este cel
mai mare element al multimii 4 (respectiv cel mai mic element al multimii 4) si se
noteaza M= max 4 (respectiv m = min A).

Exemplu. Fic muljimile: 4 = {x e Q| x* <2} 5i B={x € R |x* <2} Avem:
max B = 2 , deoarece 2 e R, pe cand max 4 nu existd, deoarece cel mai mic majo-
rant al multimii 4, V2 , Nu apartine mulfimii A.

Axioma lui Cantor se enunta astfel: Orice mulfime majorata 4, 4 R, 4 # & (res-

pectiv minorata) posedi margine superioard (respectiv margine inferioara). In plus,
marginea superioara (respectiv marginea inferioard) a unei multimi este unica.
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